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) Approche naive
a) Modeéle discret

Modeéle de Leslie :

(n)
(Z%m\

On pose : Vn e N: U,, =

\um)

ou ugn) désigne la population au pas de temps n de la classe d’age i



) Approche naive
a) Modeéle discret

Modeéle de Leslie :

Vk e [[1,2p]] sk =1— 1K — my
Ou r; :rapport du nombre de personne de la classe k
qui reste dans la méme classe au pas de temps suivant sur le nombre d’individu

de la classe
fr : taux de fécondité pour la classe k
my : taux de mortalité pour la classe k



) Approche naive
a) Modeéle discret

Eguation pour chaque classe au temps n+1 en fonction des effectifs au pas de
temps n:

Vn € N :u (n+1) = fi u(n) + ...+ fpug”') + rlfuén)
V(n, k) € N x [[2, p]] ;u;"“) = rpul™ + sp_qul™,

Eguation matricielle de Leslie

(fitr fo fs o fp)
Vn € N : Un—l—l — LUn 81 ro 0 0

Ou L € #,(R) est de la forme : 0 Sy T3
—VneN:U, = L"U, 3 |

\ 0 0 Sp—1 ’f'p)




) Approche naive
a) Modele discret

Théoreme de Perron- Frobenius :

Théoréme Perron-Frobenius

Soit M une matrice de M,(R) a coefficients positifs et primitive. Il

existe X un vecteur propre pour M a coordonnées strictement positives
et associé a peR™ tel que :

—dim(Ker(M — pI,)) =1
—VA€Sp(M), [A|<p

On appelle rayon spectral de M le réel p mis en évidence.



) Approche naive
a) Modele discret

Théoreme de Perron- Frobenius :

Corollaire  Soit M une matrice de Leslie de taille n et p son rayon
spectral donné par théoréeme de Perron-Frobenius. On note Xo€ R’ le
vecteur représentant la population initiale suivant n classes d’ages. Si

on définit (X,),en telle que VpeN, X1 1=M X,

s iy (5 )




) Approche naive
a) Modele discret

Théoreme de Perron- Frobenius :

Corollaire Soit M une matrice de Leslie de taille n et p > 0 son rayon spectral donné par
théoréme de Perron-Frobenius. On note (X)) Ueffectif de la i-éme classe au temps n, tout cela
étant défini par la relation de récurrence :

Vie{l,...,p},YneN, Xt =MX}
Alors l'un des trois cas suivants est envisageable:

p>1 Ueffectif de la population diverge exponentiellement vers +o00.

p =1 Ueffectif de la population converge vers une configuration stable égale au vecteur propre
associé a p, noté Xj.

p <1 Ueffectif de la population décroit exponentillement vers 0.



) Approche naive
a) Modeéle discret

Vérification des hypothéses sur la population mondiale :

p>1019>1

Donc la population mondiale devrait diverger exponentiellement.

Evolution de la population mondiale en 100 classes d'ages selon le modele de Leslie
(temps discret )
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) Approche naive
b) Modele continu

Eqguation de Mc Kendrick- Von Foerster :

n(t a) — densité de population dépendant du temps t et de I'age a.

fo n(t,a) — population & I'instant ¢

u(t, a),d(t,a) — taux de mortalité et de fertilité



l) Approche naive

b) Modéle continu

Equation de Mc Kendrick- Von Foerster :

daxdt =

on
e

an
da

=—u(t,a)n(t,a)dt

Durant un temps dt, il meurt p(t,a)n(t,a)dt personnes.

On a donc : dn(t,a) =%¥-dt+ g%daz —u(t,a)n(t,a) dt

(équation de McKendrick-Von Foerster)



) Approche naive
b) Modele continu

Equation de Mc Kendrick- Von Foerster:

1. Les taux de fertilité et de mortalité sont constants au cours du temps
2. n(0,a) =ng(a) (distribution initiale en age)

3. Vie R :n(t,0) = f;” d(a)n(t,a)d a (naissances au temps t)



) Approche naive
b) Modéle continu

Forme semi-résolue de la densité de population :

n(t,a)=f(t —a)ezp( fo )d p)

Solution de ’équation :

Avec L la transformée de Laplace de f, et M:a— ¢(a) exp| fo ©)de), on a:

Ly(})=

T LM(A) f:o M(a) ezp(-Aa) d“f ~o(-1) exp(fo_"p) exp(~A u)d u




l) Approche naive

b) Modéle continu

1e7 Etude asymptotique de la transformée de Laplace

Ainsi on observe ici L=0

£

g

x

2 -

Donc d’apreés I'étude
précédente la population T
finale décroit jusqu’a s’
éteindre 0
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l) Approche naive

Il) Création de modéles

lll) Analyse des taux et tests




II) Création de modéles

Améliorations/Hypotheses:

- Etude d’un pays

- Prise en compte de
I’immigration/
émigration

- Hypothése des taux
presque constants

- Séparation des classes .
homme et femme '

- Prise en compte d’un
taux de rencontre
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II) Création des modeles

Distinction homme/femme, prise
en compte de I'immigration :




II) Création des modeles

a) Modele discret

Présentation des variables :

On pose : Vn e N: U,, =

(i

uf?

et les termes pairs les hommes.

ou les termes impairs désignent les femmes

Vk € [[1,2p]] : sk =1 —1rp — my — eg
Ou e : taux d’émigration pour la classe k
g - taux d'immigration pour la classe k



II) Création des modeles
a) Modeéle discret

Equation de récurrence :

men. dmT =5+ Bug 4 Bl B+ (i)
§"+1) = f21 uﬁ"’ + f—2u ¥ s f—"ug’,’;) L e+ US|+ (a4 do)ug

V(n,k) € N x [[3,2p]] : u ("H) = (7% + ix)ug ™)} sp_2 ui )2



II) Création des modeles
a) Modeéle discret

Equation pratique :

(B+ii+r 0 L ;2—” 0\
% i2 + 1o % 7” 0
S1 0 i3 + T3 0 0
Ainsi maintenant, L € .#5,(R) est de la forme : ,
0 S9 0 14 + 74
: .. : 0
\ 0 0 Sp—1 0 izp + TQP)

fr désigne le nombre d’enfants par individu pour la classe k (hommes +femmes)

Avec toujours : Vn e N: U,, .1 = LU,
—=VneN:U, = L"U,



II) Création des modeles
a) Modeéle discret

Introduction d’une probabilité de rencontre :

(n)
(n+1) - p fl::ugk (n) : (n)
Uy T k=1 2(u(n) +u("))u2k—1 + (Tl + Zl)ul
Vn € N: 2k—1( )2k
' (n+1) p Frtan (n) -y, (n)
2 k=1 2(uék)—1+u;k)) 2k—1 ( ) 2

V(n, k) € N x [[3,2p]] : u™™ = (r + in)ul™ + sp_oul™,

x w9 o, 09)
Ou Vk € [[Lp” . f’:: - fk‘ 2k—1T1 Yok

(0)
Us g



II) Création des modeles

a) Modele discret

Structure du programme :

v & GUlpy
v @ Fenetre
_init_
> log
parcourir

parcourirpopulation
parcourirmortalite
parcouritfecondite
parcourirerigration
parcouritimmigration
callback

if _name_=="_rmain_":

68666666686

0 Leslie continu | Dubard, Alcaraz, Monnier

fichier population initiale

|populationfrance1998_2016.csv

fichier mortalité

|mortalitefrance1998_2015.csv

fichier fécondité

[feconditefrance1998 2015.csv

fichier emigration

iemigrationfrance1998_2015.csv

fichier immigration

iimmigrationfrance1998_2015.csv

parcourir

parcourir

parcourir

parcourir

parcourir

PEREE

l nb de classes d'dges : 51700 ‘

‘ entrez I'année initiale :12007 l

™ sans immigration
[7 sans emmigration
7 avec taux de fécondité "spéciaux”

temps max: 110 I avec probabilité de rencontre

I avec seuil logistique

Tracerl

[ modéle de transition

" continu
@ discret
 Leslie




II) Création des modeles

a) Modeéle discret

Structure du programme :

v & rmodelediscret.py
v

B Giertirefichics = transition_donnees_11pays_1950a2015.csv
> with open(pop,"r") as fichier: —
Zicwithopenimarrlas fichier 5| emigrationfrance1998_2015.csv
> with open(fec,"r") as fichier: =]

> with open(em,"r") as fichier:
Y with open(irm, ¢y as fichier | feconditefrance1998_2015.csv
0 matsurvie
@ matimmigration | immigrationfrance1998_2015.csv
& matrice

& Leslie
@ fonction = mortalitefrance1998_2015.csv
> @ ecart -

> G tracer

- populationfrance1998_2016.csv

» 1 matriciel

> (3 tableau

@ enregistrement 7:;;;‘1 tauxfecondite_par_age_par_pays_europe_2008a2015.csv




Il) Création de modeéles

a) Modeéle discret

Evolution d'une population en 100 classes d'ages selon le modele de notre composition
(temps discret )
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Il) Création de modeéles

a) Modeéle discret

Evolution d'une population en 100 classes d'ages selon le modéle de notre composition
(temps discret avec proba de rencontre)
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II) Création de modéles

a) Modéle discret

Evolution de I'écart relatif de chaque classe d’
age en fonction du temps de 0 a 85 ans (avec

proba)
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Evolution de I'écart relatif de chaque classe d’
age en fonction du temps de 0 a 85 ans (sans
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Il) Création de modeles
b) Modele continu

Choix du modeéle :

(hi)1<k<p (respectivement (wy)i<k<p) : suites de fonctions associées a la population des
hommes (respectivement femmes)

v e j [t +dt) = ilf‘;wk(tm“” <’”>h1<> )
wat+dt) = iy Bwi(t) + (1" +4)" >w1<>

hie(t + dt) = (r + i) e (t) + sy he—1(2)

e+ ) = (1 4 8 1) + 3 (8

dhi(t) = hi(t + dt) — h(t)
dwk(t) = wk(t + dt) — wk(t)

V(t,k) € R x [[2,p]] : {

V(t, k) € RT x [[1,p]] : {



Il) Création de modeles
b) Modéle continu

Introduction de la probabilité de rencontre :

— X frhe(t) (h)  .(h)
Vi € R+ - {hl(t +dt) =3k 2(wk;t3:-?,3(t))wk(7(f) + (( | +z | )h(2)
' ' 1 (1 t w w
wi(t+dt) = h_, ey Wh T (r1 0 i )wi(?)




v & modelecontinu.py

) Création de modeles Euler

b) Modeéle continu Rt
discretfct

. . ecartcontinu
RGSO'UtIOﬂ . A _tplusdt

continu

Résolution numérique par la methode de Runge kutta 4 d’une
équation de la forme : U’(t) = F(U,t) ouici :

i) (wl(t)\

: wp‘(t)
w2/ \ hy (1))



Il) Création de modeéles

b) Modéle continu

Evolution d'une population en 100 classes d'ages selon le modele de notre composition
(temps continu : 1000 valeurs )
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Evolution d'une population en 100 classes d'dges selon le modéle de notre composition
(temps discret )
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Il) Création de modeéles

b) Modéle continu

Evolution d'une population en 100 classes d'ages selon le modéle de notre composition
(temps continu : 1000 valeurs avec proba de rencontre)
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Evolution d'une population en 100 classes d'ages selon le modéle de notre composition

(temps discret avec proba de rencontre)
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Evolution discréte de I'écart relatif de chaque classe d’

Evolution discréte de I'écart relatif de chaque classe d’
age en fonction du temps de 0 a 85 ans (avec proba)

age en fonction du temps de 0 a 85 ans (sans proba)
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" Evolution continue de I'écart relatif de chaque classe d’

Evolution continue de I'écart relatif de chaque classe d
age en fonction du temps de 0 a 85 ans (avec proba)

age en fonction du temps de 0 a 85 ans (sans proba)
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| a transition démoagraphique

Phase Phase Phase
de pré-transition de transition de post-transition
Taux
de natalité natalité

ou de mortalité

exédent
des naissances
sur les déceés
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l) Approche naive

Il) Création de modeles

1) Analyse des taux et tests




Répartition du taux de fertilité en fonction de I'age

lIl) Analyse des taux et tests

a) Variation des taux en fonction de I’4ge :

Choix du modele :

T — [

Répartition du taux de mortalité en fonction de F'age

m(x,t) = A(t) exp(Ax)




v & ecart_typepy

lll) Analyse des taux et tests e

o calcul_ecart

.. . ) A ¥ gauss
a) Variation des taux en fonction de I'4ge : @ moy

> 0 float_the_list

¢ calculparametregaussienne

Méthodes informatique et résultats : 55l

if _name__=="'_rain_"
Evolution du taux moyen de fécondité en Europe en fonction de I'age
A —— théorique
: —— Réalité
0.10 :
0.08 A

0.06 -
3
A/2x
s .
0.04 4 :
—_—
0.02 4 :
0.00 4
0 20 u 40 60 80 100

classe d'age

Largeur a mi hauteur de la gaussienne : Ax = 204/2In(2)



) Analyse des taux et tests

a) Variation des taux en fonction de l’age :

Méthodes informatiqgue et résultats :

Evolution du taux de mortalité en France en fonction de I'age 2006 a 2008

0.14 4 —— théorique
y85 S PRPRIE e
0.06
y5 B Lo N : :
° 5 - 4c(:asse d'age - = 85
__ In(yss/ys)
Parametres de la fonction mortalité : yio
— exp(bA)



) Analyse des taux et tests

b) Variation des taux en fonction du temps durant la transition

] ] - Phase Phase Phase
Exphcat'on du modele . de pré-transition de transition de post-transition
Taux ;
de natalité natalité

ou de mortalité

|

- Approximation linéaire
basée sur 'exemple par
détermination d‘un taux d’
équilibre haut moyen et
d’un taux d’équilibre bas
moyen : la “droite des
taux”

exédent
des naissances
sur les déceés

mortalité
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) Analyse des taux et tests

b) Variation des taux en fonction du temps durant la transition

Variation du nombre denfants pour 1000 femmes en fonction dutempsen  Variation du nombre denfants pour 1000 femmes en fonction du temps en

transition démographique transition démographique
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lI) Analyse des taux et test

b) Variation des taux en fonction du temps durant la transition

Variation du taux de mortalité moyen en fonction du temps durant [a transition Variation du taux de mortalité moyen en fonction du temps durant la transition
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) Analyse des taux et tests

Evolution des taux de fecondité en fonction de I'ége et du temps

Evolution des taux de mortalité en fonction de I'ége et du temps
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Conclusion

Evolution de la population mondiale en 100 classes d'ages selon le modeéle de Leslie
(temps discret avec une transition de 10 ans)
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Conclusion

Evolution de la population mondiale en 100 classes d'ages selon le modele de Leslie

(temps discret avec une transition de 20 ans)
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Conclusion

snpinpul 83T

Evolution de la population mondiale en 100 classes d'ages selon le modele de Leslie

(temps discret avec une transition de 30 ans)
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Conclusion

Evolution de la population mondiale en 100 classes d'ages selon le modéle de Leslie
(temps discret avec une transition de 40 ans)
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Conclusion

Modele applicable a tout pays en présence:

- Du taux de fécondité maximum

- Du taux de mortalité a 5 ans et 85 ans

- Des taux d’immigration et d’emigration par
classe d’ages



